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1.   Введение 

 

Линейно-квадратичная периодическая задача оптимального регулятора с 

обратной связью по выходу рассмотрена  в работах [1, 4-6, 9, 11, 18]. В 

работах [8, 12-14] использован аппарат выпуклого программирования, а в [5-

7, 17] применяются сопряженные градиентные методы. В этих работах на 

каждом шаге решаются уравнения Ляпунова, которые во многих случаях 

могут отрицательно влиять на точность решения. В настоящей работе 

приводится итерационный алгоритм для решения задачи оптимального 

регулятора по выходной переменной, который, в отличие от [4,  5, 15, 16], не 

требует на каждом шаге решения матричных алгебраических уравнений 

Ляпунова.  

 

2.    Постановка задачи 

 
 Пусть движение объекта описывается периодической системой конечно- 

разностных уравнений 

          ,...,2,1,0,)1( 0  ixxiuiixiix      ixiCiy  .        (1) 

Система (1) ,охваченная цепью обратной связи 

                                    iyiKiu                                             (2) 

описывается следующими периодическими разностными 

соотношениями 
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               ,,1,0,0,1 0  ixxixiCiKiiix                 (3) 

здесь    nix  мерный вектор фазовых координат,  iu -m мерный вектор 

управляющих воздействий,    riy мерный наблюдаемый вектор, 

     iCii ,, -  периодические  матрицы с периодом p  ( p ), т.е. 

    ),()(, ipiipi  0x - случайная величина  со значением 

00 x  и ковариационной матрицей .00 xxP   

 Требуется определить матрицы  iK  в (2), которые 

минимизировали бы  квадратичный  функционал   

                             ,
0







i

ixiCiKiRiKiCiQixJ                              (4) 

где    iRiQ , , периодические  матрицы с периодом p т.е. 

,0)()()(  iQiQpiQ  0)()()(  iRiRpiR . Если обозначить через   

множество  всех стабилизирующих регуляторов, то  задачу (1),(2),(4) можно 

сформулировать в следующем виде  

                        )(;min
)(

iKJ
iK

.                      (5) 

Как известно, значение функционала (4) по траектории (3) 

вычисляется в виде [1, 5]    

                                                              PSSpJ 0 , 

где  )(iU ,   1,0,  piiS  решение периодического уравнения Ляпунова  

               

                     
           

    ,1,0,

,0

1










piiSpiS

iCiKiRiKiCiQ

iCiKiiiSiCiKiiiS

       (6)         

                     

,1,0,)()(

,0)(1








piiUpiU

iPiCiKiiiUiCiKiiiU
      (7) 

где                                              

                                         









.1,0

,1,
)(

pi

piP
iP  

А матрица цепи обратной связи для задач (1), (2), (4) вычисляется по 

формуле [6]: 

                            11
11

  iCiUiCiCiUiiSiiiSiiRiK           (8) 

  

Таким образом, решение задачи (1),(2),(4) сводится к решению 

уравнений (6-8).  
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3. Итерационная схема 

 

Путем итерационной схемы [18] можно написать следующие 

рекуррентные формулы   

,),0(
~

)0(),0(
~

)0(

),,0(
~

),0(
~

)0(),0(
~

)0(

111

1111

PpUpU

pQpSpS

jjjj

jjjjj















                     (9) 

где 

         

  .00,0

),1()1()1()1()1()1()1(
~

,1,0
~

1
~

1,0
~

1,0
~

,0
~

,)0,0(),1()1()1()1()1(
~

),1,0(
~

)1(
~

),0(
~

111

11111

11

111

























Q

pCpKpRpKpCpQpQ

ppQppQpQ

EpCpKppp

ppp

jjj

jjjjj

jj

jjj

    (10) 

              

             .

11

111

111









iCiUiCiCiUi

iSiiiSiiRiK

jj

jjj

                          (11) 

 

Известно, что если характеристические числа матрицы 














)()()()((

1

0
iCiKii

p

i
 лежат внутри единичного круга, то )(iS  и )(iU  при 

i ,   приближаются к матрицам  )0(S  и )0(U , где )0(S  и )0(U  

единственные решения алгебраических уравнений  Ляпунова (9).  

Опишем   итеративный алгоритм решения уравнений (9)-(11).  

Алгоритм 1. 

 

1. )(),(),(),( iRiQii   исходные данные. 

2. Выбираем начальное  приближение      )0(,0,0 000 KUS  так, чтобы 

собственные числа матрицы 1)()()()((
1

0














iCiKii

p

i
 лежали внутри 

единичного круга. 

3. Вычисляем  ),0(
~

),,0(
~ 11 pQp ll   по формуле (10). 

4. Вычисляем    0,0 jj US  по формуле (9). 

5. Проверяем условие   )0()0( 1jj SS  и   )0()0( 1jj UU . Если 

условие удовлетворяются переходим к шагу 6, иначе приравнивая 
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)0()0(1 jj SS  , )0()0(1 jj UU   переходим к шагу 4 ( -точность решения 

задачи). 

6. С помощью рекуррентного соотношения по формуле (6), (7) вычисляем 

piiUiS ll ,...2,1,0)(),(  . 

7. Искомая матрица )(iK l
 находится по формуле (11). 

8. Проверяем условия .,...1,0,)()( 1 piiKiK ll     Если условия 

удовлетворяются процедура вычисления  прекращается,  иначе приравнивая 

)()(1 iKiK ll 
,  переходим к шагу 3. 

 В этом алгоритме более трудным является нахождение начального 

приближения, которое далее будет предложено при  выборе начального 

приближения с помощью метода штрафных функции.                                  

   

4. Метод штрафных функции [2] 

 

Допустим, что управляющее воздействие разыскивается в  виде 

                               )()()( ixiWiu  ,                                           (12) 

т.е. задача оптимальной  стабилизации по всем фазовым координатам.  

Известно, что решение задачи (1), (12), (3) имеет  вид 

1,0),()1()()]()()1()([)( 1   piiiPiiRiiPiiW ,          (13) 

а, 0)()(  iPiP  удовлетворяет ниже следующему  рекуррентному 

соотношению 

                     

    .1,0,),(

)1())1((11 1



 

piiPpiPiQ

iiPiiiPiiRiiPiPiiP
   (14) 

Путем итерационной схемы уравнение сводится к решению матричного 

дискретного алгебраического уравнения Риккати. Нахождение значения 

матрицы )(iP  определяется из следующего матричного дискретного АУР: 

                                        piRpipiGiPEpiiP ,,,,  ,                     (15) 

где 

            

.0)0,0(

),1,())1()1,((

)1()1,()1,(),(

,0)0,0(),1()1()1(

)1()1,())1()1,()(1(),(

,)0,0(),1,())1()1,()(1(),(

1

1

1



















Q

pipRpiGE

pQpipiQpiQ

GppRp

ppiGpRpiGEppiG

EpipRpiGEppi

       (16) 

Собственные числа  

                                         ),())(),(( 1 pipPpiGE                                    (17)               
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подбираются таким образом, чтобы они  лежали внутри единичного круга. 

Тогда )(iP  можно принимать как начальное условие и, далее по (13), (14) 

можно восстановить искомое )(iW . Если выбрано решение 

стабилизирующего уравнения (15) такое, что модули собственных чисел 

матриц (17) меньше единицы, то система (1), (2) асимптотически устойчива 

[1]. 

Разбиваем матрицу   )()()( 21 iWiWiW   где miW )(1 мерная, 

)()(2 lnmiW   мерная матрица. Если к задаче (1), (18), (3) добавить 

дополнительное условие  

                                                         0)(2 iW ,                                                   (18) 

то .)(]0)([)( 11

2

1

1 xiW
x

x
iWxiWu 








   т.е. )()( 1 iWiK  . 

Для удовлетворения условия (18) к функционалу (3) добавим матрицу 

)](0[])(0[ 22 iWiW   со скалярным весом  0 . 

)(
0

00
)()(

0

00
)()()()()(

1

ix
E

iWiW
E

iWiRiWiQixJ
i



































  .              (19) 

Легко доказано, что 0)(; 2  iW  и функционал  (19) достигает 

минимума на   

                                    11 )( xiWu          и       )()( uJuJ  . 

Значение функционала (19) по траектории  

             ,,1,0,0,1 0  ixxixiWiiix  

вычисляется в виде 

  )(,0min
)(

iWSSpJ
iW W

 , 

где    iWS ,0 является решением следующего дискретного периодического 

уравнения Ляпунова [1, 5, 10] 

                 

.
0

00
)()(

0

00
)()()()(

1

























E
iWiW

E
iWiRiWiQ

iWiiiSiWiiiS


                  (20) 

 Искомая последовательность матриц должна также удовлетворять 

условию периодичности, т.е. ).()( piSiS   Отсюда следует, что 

)0(),()0( SpSS   удовлетворяет дискретному матричному  алгебраическому 

уравнения Ляпунова. 

                                  ),,0(
~

),0(
~

)0(),0(
~

)0( pQpSpS                           (21) 

где 



Н.И. ВЕЛИЕВА и др.: ИТЕРАТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ … 

 201 

         

  .00,0

,
0

00
)1()1(

0

00

)1()1()1()1()1(
~

,1,0
~

1
~

1,0
~

1,0
~

,0
~

,)0,0(

),1()1()1()1(
~

),1,0(
~

)1(
~

),0(
~
































Q

E
pWpW

E

pWpRpWpQpQ

ppQppQpQ

E

pWppp

ppp



                        (22) 

Решения уравнения (20) трудно выразить через элементы матрицы 

)(iW . Для этого использован метод сопряженных градиентов.  Начальное  

приближение матрицы )(iW  вычисляется с использованием 

стабилизирующего решения уравнения  (13), (14), которое обеспечивает 

устойчивость  замкнутой системы.  При   находим решение  

],0)([)( 1 iWiW    )()( 1 iWiK  . 

Для определения матрицы )(1 iW  минимизирующей функционал (3) 

зададим  некоторое начальное приближение )(1 iW  

                                     
 ,)()()()(

),()()(

1ˆˆˆ1ˆ

11

iWiWiWiW

iLiWiW

jtjtjt

j

jt

jj
jj

 










                  (23)  

где   ,,,...,2,1,ˆ,...,2,1,1,0 nmttttjpi   и jj  ,  вычисляются с 

помощью метода золотого сечения  [3]. 
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1
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1
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




























ppinj
idW

iWdSpS
L

idW

iWdSpS

iLiL

iLiL
EiL

iWiW

iWiW

j

r rr

rr
j

j        (24) 

     Записывая )(iL j  в виде 

  )(),..,(),...,(),...,(),()( 111211 iLiLiLiLiLiL j
mn

j
m

j
n

jjj
, 

 восстанавливаем матрицы )(
~

iL j  

                                            









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
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.                    (25) 
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Таким образом, можно предложить следующий алгоритм  для 

решения задачи оптимизации дискретных периодических систем по выходу. 

Алгоритм 2. 

1.  Вводятся исходные данные )(),(),(),( iRiQii   из (1), (3). 

2.  Вычисляются ),(),,(
~

),,(
~

piGpiQpi  по формулам  (16),  по формуле (15) 

решается матричное дискретное АУР и проверяются условия периодичности 

   pPP 0  по (14). Формируются номинальные значения матриц )(iW  из 

(13).  

3. Задавая значение , вычисляются ),0(
~

),,0(
~

pQp  по формулам (22), 

решается матричное дискретное  АУЛ (27) и проверяются условия 

периодичности  )()0( pSS   по формуле (20). 

4.  Вектор )(iL j  вычисляется по формуле (24) и восстанавливаются  матрицы 

)(
~

iL j  из (25). 

5.  Искомые матрицы обратной связи )(iW  определяются по соотношениям  

(23).  

6.  Задавая малое действительное число  , проверяется  условие  

                                                     )()( ˆ21ˆ2 iWiW
tt

 

Если условие не выполняется, то принимается  )()(
1ˆ20 iWiW

t
  и  

осуществляется  переход к шагу 3, иначе процедура вычисления 

прекращается. 

Пример. Проиллюстрируем работоспособность алгоритма в нижеследующем 

примере.     

 

.0)1(...)1()0(,
10

01
)1(...)1()0(

,
2013.0

0201.0
)1(...)1()0(,

0201.12013.0

2013,00201.1
)1(...)1()0(

,2.0;,1,0,cossin)(
































pRRRpQQQ

pp

piiiiC 

 

Начальное приближение 

5618860.05236775-  K(9)222541,0.01128710   K(8)

066594,0.14191917-  K(7)637535,0.37353520-  K(6)

087913,0.00508002-  K(5)864009,0.05562417   K(4)

396593,0.03045315- K(3)203625,0.00263766- K(2)

214383,8.88873360  K(1) 688319,5.00369120K(0) 











 

После выполнение алгоритма 1 получено 
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.0.03209918   K(9);0.00756820   K(8)

;0.11948793-  K(7);0.29814903-  K(6)

;0.01826987  K(5);0.00085681  K(4)

0.0007438;- K(3)9;0.02019913  K(2)

;8.87730961  K(1);5.00547237   K(0)










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Çıxışa görə diskret periodik sistemlər üçün optimal stabilləşdirilmə 

məsələsinin iterativ həll alqoritmi 

 

N.I. Vəliyeva, N.Ə. Səfərova, Ş.A. Fərəcova  

 

XÜLASƏ 

 
Çıxışa görə diskret periodik optimal tənzimləyicinin  qurulması üçün iterativ həll 

alqoritmi verilmişdir. Burada   başlanğıc həll cərimə fuknsiyası metodundan istifadə edərək 

seçilir. Nəticə misalla şərh olunur. 

Açar sözlər:  periodik optimallaşdırma, Lyapunov tənliyi, iterativ alqoritm, cərimə 

funksiyası metodu. 

 

Iterative algorithm to the solution of the optimal stabilization  

problem for  discrete periodic output systems 

 

N.I. Veliyeva, N.A. Safarova, Sh.A. Faracova  

 

ABSTRACT 

 
Iterative algorithm for constructing an optimal periodic linear-quadratic output 

regulator in the discrete case is offered.  Here  the  iinitial approximation is chosen by 

applying the penalty function method. The result is  illustrated by example. 

Keywords: periodic optimization, Lyapunov equation, iterative algorithm, penalty 

function method.  

 


